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ABSTRACT: La recherche de base d’entiers algébriques dans un corps quadratiques fait partie des résultats de Dedekind dans 

les années 1900, pour les corps cubiques les résultats sont données par Daniel Marcus 1973, Sous les mêmes hypothèses 

Nous proposons dans ce papier les bases d’entiers de Corps quartiques (de degré 4). 

KEYWORDS: Corps biquadratiques, Corps quartiques, Bases intégrales. 

Le but de ce travail est d’exhiber une base d’entiers algébriques dans un corps quartique pur (de degré 4) sur l’ensemble 

des rationnels Q. 

Soit m un entier supérieur à 1 sans facteur bicarré (libre de quatrième puissance), il existe 3 entiers l, h et k sans facteur 

carré et premiers entre eux deux à deux, tels que m = lh
2
k

3
,  

On note K = Q[ω] un corps de degré 4 où ω = m
1/4

 et A l’anneau des entiers algébriques sur Q et notons R = A∩Q[ω].  

Nous allons énoncer un théorème de Daniel A.MARCUS. (1973).  

Théorème1 : 

Pour tout entier algébrique ω de degré n sur Q ; il existe une base intégrale de l’anneau des entiers algébriques sur Q de 

la forme (1 ; f1(ω)/d1 ; f2(ω)/d2 ; ….fn-1(ω)/dn-1) ; di Є Z et di divise d j pour tout i < j et fi des polynômes unitaires de degré i à 

coefficients dans Z. 

Preuve : (voir référence (1) ) 

Dans notre travail nous restreindrons les résultats du théorème1 à l’ordre 4,  

On peut énoncer que :  

L’anneau R = A∩Q[ω] admet comme base d’entiers la famille B4 = (1 ; f1(ω)/d1 ; f2(ω)/d2 ; f3(ω)/d3).  

Nous définissons maintenant explicitement les fi et di pour chaque i. 

Proposition1 :  

Sous les hypothèses précédents on a disc (ω) = -256m
3  

Preuve :  

 On a Irr(ω) = ω
 4 

– m donc Irr
’
(ω)= 4 ω

3
 

 disc(ω) = N (Irr
’
(ω)) = N (4 ω

3
) = 4

4
 N (ω

3
) = 256(N(ω))

3
 = - 256m

3 
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Proposition2 : 

Sous les hypothèses du théorème1 on a : 

Pour tout i + j < n on a : didj divise di+j (1) et Pour tout i < n on a : d
i
1 divise di (2) 

Preuve :  

Montrons (1)  

Considérons fi(ω).fj(ω)/ didj  

Ce terme est un entier algébrique car produit de deux entiers algébriques. 

Et on a fi(ω).fj(ω)/ didj = fi(ω).fj(ω)/ di+j * di+j / didj (*) 

D’autre part fi(ω).fj(ω) est un polynôme unitaire de degré i+j  

Donc : fi(ω).fj(ω)/ di+j est un entier algébrique  

Appliquons la trace aux deux termes de (*) on aura  

tr (fi(ω).fj(ω)/ didj) = tr (fi(ω).fj(ω)/ di+j ) * di+j / didj  

Et puisque tr (fi(ω).fj(ω)/ didj) et tr (fi(ω).fj(ω)/ di+j ) sont dans Z, on déduit que di+j / didj est dans Z  

D’ où : didj divise di+j  

Montrons maintenant (2) par récurrence sur i  

On a d1 divise d2 et d2/ d3 et d’après (1) d1 d2 divise d3  

On aussi d1 * d 1 divise d1+1 = d2 c. a .d d1
2 

divise d2  

Supposons que pour tout i < n d
i
1 divise di et montrons que d

i+1
1 divise di+1 

On a d1 divise d
i
1 divise di  

Donc d1 * di divise di +1 d’après (1) 

Et d
i+1

1 = d1 * d
i
1 divise d1 * di  

D’ où : d
i+1

1 = di+1  

On conclut que : d
i
1 divise di Pour tout i < n  

On vérifie aussi que pour tout i < 4 d1
i
 divise di et d1

4(4-1)
 divise disc(ω)  

Donc : d1
12

 divise – 256 m
3 

= - 2
8
 m

3
 

D’où : d1= 1 sauf si 4 divise m dans ce cas d1 = 1 ou d1= 2 

Généralisation :  

Pour une base à l’ordre n : Bn = (1 ; f1(ω)/d1 ; f2(ω)/d2 ; …; fn-1(ω)/dn-1)  

On peut montrer que disc(ω) = - n
n
m

n-1  

On considérera le polynôme P(x) = x
n
 - m  

Et appliquer la formule disc(ω) = N (P’(ω)) 

On a montré que d1= 1 sauf si 4 divise m  

On pose β = (ω + a)/ 2 avec a Є Z  

On suppose que β est un entier algébrique  

Donc : β
4
 est aussi un entier algébrique  

On calcule la trace de β
4
  

β
4
  = (ω + a)

2
/ 4 * (ω + a )

2
/ 4 = (ω

4 
+ 4a

 
ω

3 
+ 6a

 2
ω

2 
+ 4a

3
ω

 
+ a

4
)/ 16 

  = ( m + 4a
 
ω

3 
+ 6a

 2
ω

2 
+ 4a

3
ω

 
+ a

4
)/ 16 
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Et tr (β
4
) = tr(m)/16 + tr(a

4
)

 
/16 + a tr(ω

3 
) /4 + a

3 
tr(ω)/4 + 3a

 2 
tr(ω

2 
)/8 

         = m/4 + a
4
/4 + a tr (ω

3
) /4 + a

3 
tr(ω)/4 + 3a

 2 
tr (ω

2
)/8  

                = m/4 + a
4
/4 + 1/8 (2a tr (ω

3
) + 2a

3 
tr(ω) + 3a

 2 
tr (ω

2
))  

Or on a tr(ω) = tr (ω
2
) = tr (ω

3
) = 0  

En effet : tr(ω) = σ1(ω) + σ2(ω) + σ3(ω) + σ4(ω) où les σi sont des Q-isomorphismes  

Définies par σ1(ω) = ω et σ2(ω) = -ω et σ3(ω) = iω et σ4(ω) = -iω  

de même pour tr ω
2
) = σ1(ω

2
) + σ2(ω

2
) + σ3(ω

2
) + σ4(ω

2
)  

Où les σi sont des Q-isomorphismes définies par  

σ1(ω
2
) = ω

2
 et σ2(ω

2
) = ω

2
 et σ3(ω

2
) = - ω

2
 et σ4(ω

2
) = - ω

2
  

et finalement pour tr ω
3
) = σ1(ω

3
) + σ2(ω

3
) + σ3(ω

3
) + σ4(ω

3
)  

Où les σi sont des Q-isomorphismes définies par  

σ1(ω
3
) = ω

3
 et σ2(ω

3
) = -ω

3 
et σ3(ω

3
) = -iω

3
 et σ4(ω

3
) = iω

3
  

Et donc tr (β
4
) = 1/8 [2m + 2 a

4
] = m/4 + (a

4
)/4 appartient à Z  

Si 4 divise m alors 4 doit diviser a
4
 et donc 2 diviserait a  

Il en résulte que ω/2 est un entier algébrique.  

Et donc : (ω/2)
4
 = m/16 est aussi un entier algébrique  

Ce qui implique que 16 diviserai m, et ceci est absurde car m est sans facteur d’ordre 4.  

Donc : β n’est pas entier algébrique   

Ce qui montre que d1 ≠ 2. 

On conclut donc que d1= 1 et puisque ω est algébrique, le choix f1(ω) = ω serai adéquat.  

On notera aussi que f0(ω) = 1 et d0 = 1 terme de la première composante de la base B4  

Remarque1 : 

Les fi ne sont pas uniques il suffit que pour tout i les fi(ω)/di soient des nombres algébriques par contre les di sont à définir 

de façon uniques.  

Proposition3 :  

Dans la base B4 (K de degré 4) 

Si K est de première espèce (m ≠ ±1mod 16) 

Alors on a: f2(ω) = ω
2
 et d2 = hk. 

De même, si K est de seconde espèce (m = ±1mod 16) on a le même résultat. . 

Théorème 2 :  

On a ω
 
= m

1/4
 = (lh

2
k

3
)

1/4
, et on note m’ = (l

3
 h

2
k)

1/4 
 

On montre que ω
3
/hk

2
 est un entier algébrique.  

Preuve : 

On pose m’ = (l
3
 h

2
k)

1/4 
 

ω
3
/hk

2
 = ((l

3
h

6
k

9
)

1/4
)/hk

2
 = (hk

2
 (l

3
 h

2
k)

1/4
 )/hk

2
 (l

3
 h

2
k)

1/4 
 

              = m’ appartient à R 

Du fait que le terme ω
3 

/ hk
2
 est algébrique nous permettra à le prendre pour f3(ω)/d3 dans le cas où m est avec facteur 

cubique et K de premier espèce, m ≠ ±1mod 16. 
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Montrons maintenant quelques résultats.  

1- Pour m = ±1mod 16 on pose β = (ω ± 1)
2
 /4 on montrera que β est algébrique.  

On calcule d’abord (β – 1/4) 
4
 de deux façons :  

 (i) (β – 1/4) 
4 

= β
4
 - β 

3 
+

 
3β

2
/8 -

 
β

 
/16 + 1/4

4 
 

 (ii) (β – 1/4) 
4
 = ((ω

2
 ±2ω + 1)/4 - 1/4 )

4
 = ω

4
 /4

4 
(ω ± 2)

4 

   = (ω
4
 /4

4
)

 
[ω

4
 ±8 ω

3
 + 24 ω

2
 ± 32ω + 16]  

   = (m /4
4
) [m + 8(± ω

3
 + ω

2
) + 16(ω

2
 ±2ω + 1)] 

   = (m /4
4
) [ m ± 8( 2mβ)

1/2
 + 16( 4β ) ] 

 (i) - (ii) = 0  <=> β
4
 - β 

3 
+

 
(3/8)β

2
 -

 
β

 
/16 + 1/4

4 
- 1/4

4
(m

2
 ± 2*4m(4m β)

1/2
 + 4

2
 *4mβ) = 0 

 <=> β
4
 - β 

3 
+

 
(3/8)β

2
 -

 
β

 
/16 + 1/4

4 
- 1/4

4 
(m ± 4(4m β)

1/2
 )

2 
= 0 

 <=> P(β) = 0 

Ce qui prouve que β appartient à R. 

2 - Montrons que si m = ±1mod 16 alors (ω
3
 ± k

2
 ω

2
 + kω + k

3
) /4k appartient à R  

On a : ω appartient à R et k appartient à N  

Donc (ω
3
 ± k

2
 ω

2
 + kω + k

3
) /4k = ω

3
 /4k + (± k

2
 ω

2
 + kω + k

3
) /4k  

(± k
2
 ω

2
 + kω + k

3
) /4k = (± k ω

2
 + ω + k

2
) /4 est algébrique comme somme de produit de termes algébriques.  

Et ω
3
 /4k est algébrique d’après théorème2.  

D’où le résultat souhaité. 

3- on montre que : d3 divise 4m 

On a : pour m = ±1mod 16 d3 = hk
2
  

Donc : d3 divise 4 lh
2
k

3 
= 4m 

On sait que f3(ω) est un polynôme unitaire de degré 3 

Donc elle s’écrit de la forme f3(ω) = ω
3
 + aω

2
 + bω + c a ; b et c éléments de Z 

4- on suppose p premier tel que p ≠ 2, p divise m et p
2
 ne divise pas m.  

Montrons que si p divise d3 alors (ω
3
 + aω

2
 + bω + c)/ p appartient à R  

Si p divise d3 donc f3(ω) /p = (f3(ω) / d3 ) * ( d3 /p) appartient à R car f3(ω) / d3 est un entier algébrique et d3 /p est un élément 

de Z 

En suite tr ((ω
3
 + aω

2
 + bω + c)/p) = tr ((ω

3
 + aω

2
 + bω)/p) + tr(c/p)  

         = tr(c/p) appartient à Z car tr (ω
i
) = 0  

D’où : p divise c car tr(c/p) appartient à Z 

De plus tr ((ω
3
 + aω

2
 + bω)/p) appartient à Z 

Donc : (ω
3
 + aω

2
 + bω)/p appartient à R 

On lève ce dernier terme à la puissance 4. 

 (ω
3
 + aω

2
 + bω)/p)

4
  = (ω

4
 /p

4
)(ω

2
 + aω + b)

4
) 

    = (m/p4) [(ω8 + 4aω7 + 4bω6 + 6 a2ω6 + 12abω5 + 6b2ω4 + 4a3ω5  

    + 12ab
2
ω

3
 + 4b

3
ω

2
 +12a

2
bω

4
+ a

4
ω

4
 + 4ba

3
ω

3
 + 6a

2
b

2
ω

2 
+ 4ab

3
ω + b

4
 ] 

    = (m/p
4
) [(m

2
 + b

4
 + (4am+12ab

2
 + 4ba

3
)ω

3
 + (4bm+ 6a

2
m+4b

3
 +6a

2
b

2
)ω

2
  

    + (12abm + 4a
3
m

 
+ 4ab

3
) ω + m (6b

2 
+ 2a

2
b + a

4
) ] 
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Donc : p
4
 divise m (m

2
 + b

4
) ceci contredit le fait que m est sans facteur bicarré  

On conclut que p ne divise pas d3.  

5- Soit p un nombre premier tel que p ≠ 2 et p
3
 divise m  

Montrons que p
3
 ne divise pas d3  

On a m= lh
2
k

3
  

et d3 = hk
2
 si m = ±1mod 16  

 ((= 3k si m ≠ ±1mod 16)) 

Si p
3
 divise lh

2
k

3
 alors p divise k en effet :  

1
re

 cas : si p divise lh
2 

et p
2
 ne divise pas lh

2
. Alors p

2 
divise k

3 
 

2° cas : si p ne divise pas lh
2
. Alors p

3 
divise k

3 

Dans les 2 cas : p divise k et p
2
 ne divise pas d3 

Donc pour les 2 valeurs de d3. p
3 

ne divise pas d3 puisque p ≠ 2.  

6- on pose : f3(ω) = ω
3
 + aω

2
 + bω + c 

Montrons que : 2ab + 2c ; m + b
2
 + 2ac ; 2am + 2bc et c

2
 + (a

2
 + 2b) m. sont divisibles par d3 

On a : f3(ω) / d3 = (ω
3
 + aω

2
 + bω + c) /d3 .  

Et d3 = hk
2

  

On calcule (f3(ω)/d3 )
2
 : 

(f3(ω) )
2
 = (ω

3
 + aω

2
 )

2
 + (bω + c )

2
 + 2(ω

3
 + aω

2
 )(bω

 
+ c) 

      = ω
6
 + a

2
ω

4
 + 2aω

5
 + b

2
ω

2
 + c

2
 + 2bcω

 
+ 2bω

4
 + 2cω

3
 + 2abω

3
 + 2acω

2
  

        = mω
2
 + ( aω

2
 + 2b)m + 2amω +( b

2
 + 2ac)ω

2
 + (2c + 2ab)ω

3
 +2bcω

 
+ c

2
 

        = (2ab + 2c) ω
3
 + (m + b

2 
+ 2ac) ω

2
 + (2am + 2bc) ω + (a

2
 + 2b) m + c

2 

        = P(ω) 

On a f3(ω)/d3 appartient à R donc (f3(ω)/d3)
2 

appartient à R 

Et donc d3 divise (f3(ω))
2 

puisque (d3)
2
 divise (f3(ω))

2
 

D’où : d3 divise les coefficients de (f3(ω))
2 

7- On suppose toujours que f3 s’écrit de la forme : f3(ω) = ω
3
 + aω

2
 + bω + c  

On suppose que 2 divise m et 2
3 

ne divise pas m.  

Montrons que 8 ne divise pas d3 

Par absurde supposons 8 divise d3  

D’après (i) 8 divise a et 8 divise b car 8 divise f3(ω) 

Donc ω
3
 /8 appartient à R 

D’où 8 divise ω
3
 c à d 2

3
 divise ω

3
 

Il vient que 2
4
 divise m.  

Ceci contredit le fait que m est sans facteur bicarré  

On conclut que 8 ne divise pas d3.  

En synthèse nous définissons les fi et di pour i = 1, 2 et 3 annoncés dans le théorème de Daniel A.MARCUS 

On utilise le lemme suivant. 
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Lemme :  

Pour tout k avec 1 ≤ k ≤ n dk est le plus petit entier positif m tel que mRk+1 contenu dans Z[ω] 

Où Bn = (1; f1(ω)/d1; f2(ω)/d2;…; fn-1(ω)/dn-1) est une base intégrale de A∩Q[ω]  

avec ω = ( m)
1/n 

Preuve : voir référence (1)  

Soit Fk le groupe abélien libre de degré k engendré par 1/d, ω/d, …,ω
k-1

/d  

Où d = disc(ω). 

On pose Rk = R∩Fk où R est l’ensemble des entiers algébriques de K = Q[ω] 

Etape 1 : 

F2 = Z1/d + Zω/d 

Soit π1 la projection canonique de F2 sur Zω/d 

π1(R2) = π1(R∩F2 ) est un sous groupe du groupe cyclique infini Zω/d ce qui implique que π1(R2) est lui-même cyclique  

fixons un certain β1 tel que π1(β1) engendre π1(R2) et on montre que (1, β1) est une base dans Z de R2 . 

Il suffit de montrer que (1, β1) est une famille libre  

Supposons qu’ils existent μ1 et μ2 de Z tel que μ1 + μ2 β1 = 0 et montrons que  

μ1 = μ2 = 0. 

Si μ1 + μ2 β1 = 0 donc π1 (μ1 + μ2 β1 ) = 0 ce qui implique que π1 (μ1) + π1(μ2) = 0  

0 + μ2π1 (β1) = 0 donc μ2 = 0 car π1(β1) ≠ 0 

Et donc μ1 = 0 

 # Si ω est de degré 1. ω = m entier >1 

 Donc : R = Z ∩Q = Z admet une base B1 = (1)  

# Si ω est de degré 2 ω = √m avec m sans facteur carré.  

On a B2 = (1 ; f1(ω)/d1) est une base avec f1 et d1 à définir.  

Si m ≡ 1 (mod4) K de second espèce. 

f1(ω) = 1+ ω et d1 = 2 et B2 = (1 ; (1+√m)/2) base d’eneers de K 

Si m ≠ 1 (mod4) K de premier espèce. 

f1(ω) = ω et d1 = 1 et B2 = (1 ; √m) base d’entiers de K 

Ce résultat est déjà démontré dans Réf(2) 

# Si ω est de degré 3 ω = 
3
√m m sans facteur cubique. m = hk

2  

 
ω' = 

3
√m’ m’ sans facteur cubique. m’ = h

2
k 

Montrons que B3 = (1 ; f1(ω)/d1 ; f2(ω)/d2 ) est une base avec f1 , f2 , d1 et d2 à définir.  

On a : F3 = Z1/d + Zω/d + Zω
2

/d 

Soit π2 la projection canonique de F3 sur Zω
2

/d 

π2(R3) = π2(R∩F3 ) C π2(R)∩(Fk ) = π2(R)∩ Zω
2

/d 

On a : Zω
2

/d est un groupe cyclique infini donc π2(R3) est aussi cyclique et donc engendré par π2(β2) pour un certain β2 fixé 

de R3. 

 De la même façon que précédemment on montre que (1, β1, β2) est une base intégrale 

 (d’entiers algébriques) de R3 dans Z (π1(β1) ≠ 0 et π2(β2) ≠ 0) 
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β1 = f1(ω)/d1 avec f1(ω)/d1 ≠ 0 

β2 = f2(ω)/d2 avec f2(ω)/d2 ≠ 0 

On a le résultat connu de Dedekind (1900) à l’ordre 3.  

Ce résultat se restreint au cas m avec facteur carré m = hk
2 

On pose m’ = h
2
k et ω' = (m’)

1/3
  

Si m de premier espèce B3 = (1, ω, ω’) 

Si m de second espèce B3 = ((1 ±ω + k ω’)/3, ω, ω’) 

Ensuite nous énonçons les résultats de Daniel A.MARCUS (1973) concernant l’ordre 3. 

Deux cas se présentent :    

1) Cas1 : m sans facteur carré SFC  

Si m ≠ ± 1 mod9 K de premier espèce. 

Alors B3 = (1, ω, ω
2
)  

Si m ≡ ± 1 mod9 K de second espèce. 

Alors B3 = (1, ω, (ω 
2
 ± ω + 1)/3) 

2) Cas2 : m avec facteur carré AFC   

Si m ≠ ± 1 mod9 K de premier espèce. 

Alors B2 = (1, ω, ω
2
/k)  

Si m ≡ ± 1 mod9 K de second espèce. 

Alors B2 = (1, ω, (ω 
2
 ± k

2
ω + k

2
)/3k) 

On remarque bien que pour k=1 : le cas2 rejoint le cas1. 

Nous proposons maintenant les résultats à l’ordre 4 dans un Corps K quartique pur. 

# Si ω est de degré 4 ω = m
1/4

 m sans facteur d’ordre 4 

Par la même démarche on montre que (1, β1, β2, β3) est une base intégrale de R4 dans Z  

(π1(β1) ≠ 0 , π2(β2) ≠ 0 et π3(β3) ≠ 0) 

β1 = f1(ω)/d1 avec f1(ω)/d1 ≠ 0 et f1(ω) = ω ; d1 = 1 

β2 = f2(ω)/d2 avec f2(ω)/d2 ≠ 0 et f2(ω) = ω
2 

; d1 = hk  

β3 = f3(ω)/d3 avec f3(ω)/d3 ≠ 0 et f3(ω) = ω
3
 ; d3 = hk

2
  

Nous allons proposer les expressions convenables les plus faciles suivant chaque cas. 

Si m sans facteur cubique : SFCu. 

- Une base d‘entiers du corps quartique Q(m
1/4

) est donné par : 

 B4 = (1, ω, ω 
2
, (ω

3
)/3)  

Si m avec facteur cubique : AFCu. 

- Une base d‘entiers du corps quartique Q(m
1/4

) est donné par : 

 B4 = (1, ω, ω 
2
/hk, ω

3
/hk

2
). 
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