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ABSTRACT: La recherche de base d’entiers algébriques dans un corps quadratiques fait partie des résultats de Dedekind dans
les années 1900, pour les corps cubiques les résultats sont données par Daniel Marcus 1973, Sous les mémes hypotheses
Nous proposons dans ce papier les bases d’entiers de Corps quartiques (de degré 4).
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Le but de ce travail est d’exhiber une base d’entiers algébriques dans un corps quartique pur (de degré 4) sur I’'ensemble
des rationnels Q.

Soit m un entier supérieur a 1 sans facteur bicarré (libre de quatrieme puissance), il existe 3 entiers |, h et k sans facteur
) . N 2, 3
carré et premiers entre eux deux a deux, tels que m = 1h"k’,

On note K =Q[w] un corps de degré 4 ol w = mY* et A 'anneau des entiers algébriques sur Q et notons R = ANQ[w].
Nous allons énoncer un théoreme de Daniel A.MARCUS. (1973).
Théorémel :

Pour tout entier algébrique w de degré n sur Q; il existe une base intégrale de I'anneau des entiers algébriques sur Q de
la forme (1; fi(w)/d;; f(w)/d;; ....fo1(w)/da1) ; di € Z et d; divise d ; pour tout i < j et f, des polyndmes unitaires de degré i a
coefficients dans Z.

Preuve : (voir référence (1))
Dans notre travail nous restreindrons les résultats du théorémel a I'ordre 4,
On peut énoncer que :
L’anneau R = AnQ[w] admet comme base d’entiers la famille B, = (1 ; fi(w)/d; ; fo(w)/d; ; f3(w)/d3).
Nous définissons maintenant explicitement les f; et d; pour chaque i.
Proposition1 :
Sous les hypothéses précédents on a disc (w) = -256m>
Preuve :
Onalrr(w) = w*=m donc Irr'(w)= 4w

disc(w) = N (Irr (w)) = N (4 ) = 4* N (w?) = 256(N(w))’ = - 256m°
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Proposition2 :

Sous les hypotheses du théoremel on a:

Pour touti+j<non a:dddivise di,; (1) et Pour touti<nona: d', divise di(2)
Preuve :

Montrons (1)

Considérons fi(w).fj(w)/ did;

Ce terme est un entier algébrique car produit de deux entiers algébriques.

Et on a fi(w).f(w)/ did; = fi(w).fj(w)/ dis;j» dis; / did; (*)

D’autre part f(w).f(w) est un polynéme unitaire de degré i+j

Donc : fi(w).f(w)/ di,; est un entier algébrique

Appliquons la trace aux deux termes de (*) on aura

tr (fi(w).filw)/ didj) = tr (fi(w).fi(w)/ di;) « dis; / did;

Et puisque tr (f(w).f(w)/ did;) et tr (f(w).f(w)/ di\;) sont dans Z, on déduit que d,,; / did; est dans Z

D’ ou : did; divise d,;

Montrons maintenant (2) par récurrence sur i

On a d, divise d, et d,/ d; et d’aprés (1) d, d, divise d;

On aussidqy« d divisedy,;=d, c.a.d dlzdivise d,

Supposons que pour touti<n d', divise d; et montrons que d"', divise diyq

On a d, divise dil divise d;

Donc d; * d;divise d;,; d’apres (1)

Etd™ =d,* d';, divise d, * d;

D' ou:d*=di

On conclut que : di1 divise d; Pour touti<n

On vérifie aussi que pour tout i < 4 d;' divise d; et d14(4‘1) divise disc(w)

Donc: dllzdivise -256m’=-2°m?

D’ol : d;= 1saufsi4 divise mdanscecasd;=1oud;=2
Généralisation :

Pour une base a l'ordre n : B,= (1 ; fy(w)/d; ; fr(w)/d; ...; fra(w)/dn1)

On peut montrer que disc(w) = - n"m"™"
On considérera le polynéme P(x) =x" - m
Et appliquer la formule disc(w) = N (P’(w))
On a montré que d,= 1sauf si 4 divise m
OnposeB=(w+a)/2aveca€Z
On suppose que B est un entier algébrique
Donc: [34 est aussi un entier algébrique
On calcule la trace de B4

B =(w+a)/4*(w+a)/4=(w"+daw’+6a’w’+4a°w+2a")/ 16
=(m+4aw’+6a’w’ +4a’w+a’)/ 16
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Et tr (B") = tr(m)/16 + tr(a*) /16 + a tr(w?) /4 + @’ tr(w)/4 + 33 *tr(w”)/8
=m/4+a'/4+atr(w’)/4+a’tr(w)/4 +3a’tr (w’)/8
=m/4+a*/4+1/8 (2a tr (w®) + 23 tr(w) + 33 tr (w?))
Oronatr(w)=tr (wz) =tr (w3) =0
En effet : tr(w) = 0,(w) + 0,(w) + 03(w) + 04(w) oU les o;sont des Q-isomorphismes
Définies par 0,(w) =w et 05(w) = -w et 03(w) = iw et o4(w) = -iw
de méme pour tr w’) = o3(w%) + 0,(w?) + 03(w?) + o4(w?)
Ou les o;sont des Q-isomorphismes définies par
01(w?) = w’ et 0,(w?) = W’ et 03(w?) = - W’ et Oy(w) = - W’
et finalement pour tr w3) = ol(wa) + cz(wa) + 03(w3) + 04((»3)
Ou les o;sont des Q-isomorphismes définies par
01(w3) =w’et cz(wa) =-w’et 03(w3) = -jw’ et 04((»3) = jw’
Et donc tr (B") =1/82m+2a*l=m/4 + (a4)/4 appartienta Z
Si 4 divise m alors 4 doit diviser a* et donc 2 diviserait a
Il en résulte que w/2 est un entier algébrique.
Et donc : (w/2)* = m/16 est aussi un entier algébrique
Ce qui implique que 16 diviserai m, et ceci est absurde car m est sans facteur d’ordre 4.
Donc : B n’est pas entier algébrique
Ce qui montre que d; #2.
On conclut donc que d;= 1 et puisque w est algébrique, le choix f;(w) = w serai adéquat.
On notera aussi que fo(w) = 1 et dy = 1 terme de la premiére composante de la base B,
Remarquel :

Les f;ne sont pas uniques il suffit que pour tout i les fi(w)/d; soient des nombres algébriques par contre les d;sont a définir
de fagon uniques.

Proposition3 :

Dans la base B, (K de degré 4)

Si K est de premiére espéce (m # +1mod 16)

Alors on a: f,(w) = w’etd, = hk.

De méme, si K est de seconde espéce (m = +1mod 16) on a le méme résultat. .
Théoréme 2 :

Onaw=m"*= (Ih2k3)1/4, etonnotem’ = (I hzk)l/4

On montre que w®/hk’ est un entier algébrique.
Preuve :

On posem’ = (I3 hzk)l/4

wa/hkz _ ((|3h6k9)1/4)/hk2 _ (hk2 (|3 hzk)l/a )/hkz (|3 h2k)1/4

=m’ appartient aR

Du fait que le terme w3/ hk® est algébrique nous permettra a le prendre pour f3(w)/d; dans le cas ol m est avec facteur
cubique et K de premier espéce, m # t1mod 16.
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Montrons maintenant quelques résultats.

1- Pourm =+1mod 16 on pose B = (w 1)2 /4 on montrera que B est algébrique.

On calcule d’abord (B —1/4) * de deux facons :

() (B-1/4)*=p*-B>+3p°/8-B/16 +1/4'

(i) (B-1/4)* = (w* £2w + 1)/4 - 1/4 )' = w* /4" (w £ 2)*
= (w" /4% [w* 8 W’ + 24 W’ £ 32w + 16]
= (m /4% [m + 8( w* + w’) + 16(w’ +2w + 1)]
=(m /4% [m +8(2mpB)"* + 16( 4B )]

(i)-(i)=0 <=>B"-B>+(3/8)B*-B/16 + 1/4"- 1/4%(m” £ 2*4m(4m B)"/> + 4> *4mB) = 0
<=>B"- B>+ (3/8)B-B/16 + 1/4"- 1/4* (m £ 4(4m B)"* )’= 0
<=>P(B)=0

Ce qui prouve que B appartient a R.
2 - Montrons que si m = x1mod 16 alors (uu3 +k W’ + kw + k3) /4k appartient a R
On a: w appartient a R et k appartienta N
Donc (w’ + k% w’ + kw + k%) /4k = w® /4k + (£ k> w* + kw + k%) /4k
(£ k* w? + kw + k) /4k = (£ k w” + w + k%) /4 est algébrique comme somme de produit de termes algébriques.
Et w’ /4k est algébrique d’aprés théoreme?2.
D’ou le résultat souhaité.
3- on montre que : d; divise 4m
Ona:pourm=zIimod 16 d;= hk®
Donc : d3 divise 4 Ih’k*= 4m
On sait que f3(w) est un polynéme unitaire de degré 3
Donc elle s’écrit de la forme f3(w) = w+aw’+bw+ca ; b etcélémentsdez
4- on suppose p premier tel que p # 2, p divise m et p2 ne divise pas m.
Montrons que si p divise dsalors ((Jo3 +aw’ +bw + c)/ p appartientaR

Si p divise d3 doncfy(w) /p = (f3(w) /ds )« (d3/p) appartient a R car f3(w) / d; est un entier algébrique et d; /p est un élément
deZ

En suite tr ((uu3 +aw’ +bw + c)/p) =tr (((Jo3 +aw’ + bw)/p) + tr(c/p)
= tr(c/p) appartient a Z car tr (wi) =0
D’ou : p divise c car tr(c/p) appartienta Z
De plus tr ((w’ + aw’ + bw)/p) appartient 3 Z
Donc: (uu3 +aw’ + bw)/p appartient aR
On léve ce dernier terme a la puissance 4.
(w*+aw’ +bw)/p)* = (w'/p)(w* +aw + b))
= (m/p4) [(w8 + 4aw7 + 4bw6 + 6 a2w6 + 12abw5 + 6b2w4 + 4a3w5
+12ab’w’ + 4b’w” +12a’bw’*+ a’w” + 4ba’w’ + 6a’b’w’ + 4ab’w + b* ]
= (m/p?) [(m® + b* + (4am+12ab” + 4ba’)w> + (4bm+ 6a°m+4b’ +63°b%)w’

+(12abm + 4a’m + 4ab’) w + m (6b° + 2a’b + a%) |

ISSN : 2351-8014 Vol. 25 No. 2, Jul. 2016 531



Bases intégrales de corps quartiques

Donc: p4 divise m (m2 + b4) ceci contredit le fait que m est sans facteur bicarré
On conclut que p ne divise pas ds.
5- Soit p un nombre premier tel que p # 2 et p3 divise m
Montrons que p3 ne divise pas ds
Onams=Ih’k’
etd;= hk® si m = +1mod 16
((= 3k si m # +t1mod 16))
Si p3 divise Ih’k> alors p divise k en effet :
1" cas : si p divise Ih’ et p” ne divise pas |h’. Alors p” divise k’
2° cas : si p ne divise pas Ih’. Alors padivise Kk
Dans les 2 cas : p divise k et p2 ne divise pas d3
Donc pour les 2 valeurs de ds. p3 ne divise pas d;z puisque p # 2.
6- on pose : f3(w) = w’+aw’ +bw+c
Montrons que : 2ab + 2c; m + b + 2ac ; 2am + 2bc et c’+ (a2 + 2b) m. sont divisibles par d;
Ona:fyw)/ds=(w’+aw’+bw+c)/d;
Et d;_hk®
On calcule (fs(w)/d3)’:
(F3(w) )* = (w* + aw®)* + (bw + ¢ )* + 2(w’ + aw’ )(bw + ¢)
=w’+a’w’ +2aw’ + b’w’ + ¢ + 2bcw + 2bw* + 2cw® + 2abw + 2acw’
=mw’ + (aw’ + 2b)m + 2amw +( b’ + 2ac)w’ + (2c + 2ab)w’ +2bcw + ¢
= (2ab + 2¢) w’ + (M + b*+ 2ac) w’ + (2am + 2bc) w + (a° + 2b) m + ¢
= P(w)
On a f5(w)/d; appartient a R donc (fs(w)/ds)* appartient a R
Et donc d; divise (f3(w))’ puisque (ds)* divise (f3(w))’
D’ou : dydivise les coefficients de (1‘3(00))2
7- On suppose toujours que f; s’écrit de la forme : f3(w) = w+aw’+bw+c
On suppose que 2 divise m et 2% ne divise pas m.
Montrons que 8 ne divise pas d3
Par absurde supposons 8 divise ds
D’apreés (i) 8 divise a et 8 divise b car 8 divise f3(w)
Donc w’ /8 appartient a R
D’olr 8 divise w’ ¢ a d 2° divise w®
Il vient que 2* divise m.
Ceci contredit le fait que m est sans facteur bicarré
On conclut que 8 ne divise pas ds.
En synthese nous définissons les fiet dipouri=1, 2 et 3 annoncés dans le théoréme de Daniel AAMARCUS

On utilise le lemme suivant.
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Lemme :
Pour tout k avec 1 < k < n dyest le plus petit entier positif m tel que mR,; contenu dans Z[w]
Ou B, = (1; fy(w)/dy; fo(w)/dy;...; fra(w)/d,.1) est une base intégrale de ANQ[w]
avec w = (m)""
Preuve : voir référence (1)
Soit F le groupe abélien libre de degré k engendré par 1/d, w/d, ...,wk"l/d
Ou d = disc(w).
On pose R,=RNF, ol R est I'ensemble des entiers algébriques de K = Q[w]
Etape1:
Fo=21/a+ Zya
Soit 1, la projection canonique de F, sur Z,q
14(R;) = my(RNF, ) est un sous groupe du groupe cyclique infini Z,,4 ce qui implique que 1;(R;) est lui-méme cyclique
fixons un certain B tel que m;(B,) engendre m;(R,) et on montre que (1, B;) est une base dansZ de R,
Il suffit de montrer que (1, B4) est une famille libre
Supposons qu’ils existent p,; et p, de Z tel que w; + W, B1 = 0 et montrons que
M1= W, =0.
Si Mg+ Wy By =0doncmy (Mg + M, By ) = 0 ce quiimplique que 1y (W) + Ta(,) = 0
0 + W,y (B1) =0 donc py=0car my(B,) 20
Et donc ;=0

#Si w est de degré 1. w = m entier >1

Donc:R=Z NnQ=2Z admet une base B;= (1)

# Si w est de degré 2 w = Vm avec m sans facteur carré.

OnaB,=(1;f(w)/d;) est une base avec f; et d; a définir.
Sim =1 (mod4) K de second espéce.

filw) =1+ wetd;=2etB,=(1;(1+Vm)/2) base d’entiers de K
Sim # 1 (mod4) K de premier espece.
filw)=wetd,=1etB,=(1;Vm) base d’entiers de K

Ce résultat est déja démontré dans Réf(2)

#Si w est de degré 3 w = *Vm m sans facteur cubique. m = hk®

w'=>Vm’ m’ sans facteur cubique. m’ = h’k

Montrons que B; = (1 ; f;(w)/d; ; f;(w)/d, ) est une base avec fy, f,, d; et d, a définir.
Ona:Fy3=Zyg+Zus + 2, s

Soit 1, la projection canonique de F3sur Zu,z/d

T,(R3) = Mo(RNF3) Ci,(R)N(Fy) = mp(R)N zwz/d

Ona: Zu,z/d est un groupe cyclique infini donc 1,(R3) est aussi cyclique et donc engendré par m,(B,) pour un certain B, fixé

de Rs.
De la méme fagcon que précédemment on montre que (1, B4, B,) est une base intégrale

(d’entiers algébriques) de R; dans Z (r;(B4) # 0 et m,(B,) # 0)
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By = fi(w)/d; avec fi(w)/d, #0

B, = fy(w)/d; avec f(w)/d, # 0

On a le résultat connu de Dedekind (1900) a I'ordre 3.
Ce résultat se restreint au cas m avec facteur carré m = hk’
On posem’ = h’k et w' = (m’)l/3

Si m de premier espéce B;= (1, w, w’)

Si m de second espéce B;=((1 zw + k w’)/3, w, w’)

Ensuite nous énongons les résultats de Daniel A.MARCUS (1973) concernant I'ordre 3.
Deux cas se présentent :

1) Casl : m sans facteur carré SFC

Sim #+ 1 mod9 K de premier espece.

Alors B; = (1, w, wz)

Sim =+ 1 mod9 K de second espeéce.

Alors Bs= (1, w, (w * + w + 1)/3)

2) Cas2 : m avec facteur carré AFC

Sim # 1+ 1 mod9 K de premier espéce.

Alors B, = (1, w, w’/k)

Sim =+ 1 mod9 K de second espeéce.

Alors B, = (1, w, (w > + K’w + k%)/3k)

On remarque bien que pour k=1 : le cas2 rejoint le casl.

Nous proposons maintenant les résultats a I'ordre 4 dans un Corps K quartique pur.

/

#Siwestdedegré4 w= m** m sans facteur d’ordre 4

Par la méme démarche on montre que (1, B4, B>, Bs) est une base intégrale de R, dans Z
(ma(B1) # 0, m2(B2) # 0 et m3(Bs) # 0)

B, = f1(w)/d; avec fy(w)/d; 20 et fy(w) =w;d; =1

B, = f,(w)/d, avec fo(w)/d, # 0 et fo(w) = w’; d; = hk

B; = f3(w)/d; avec f3(w)/d; # 0 et f3(w) = w’ ; d3 = hk?

Nous allons proposer les expressions convenables les plus faciles suivant chaque cas.

- Une base d‘entiers du corps quartique Q(m1/4) est donné par:

B4 = (1: W, W 2: ((1)3)/3)

- Une base d‘entiers du corps quartique Q(m1/4) est donné par:

B, = (1, w, w */hk, w?/hKk?).
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